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Nous allow rappeler I’knoncl: de ces conjectures et, pour cela, dkcrire une 
famille remarquable d’opkrateurs introduite par Calderh et Zygmund. 
Soient AcR"xlR" la diagonale (dtlinie par y=x, xElR”,yEiR”) et 
N: IR” x R”\A + C une fonction ayant les proprittks suivantes 
(a) IW,YI < C Ix -yl-“, 
(b) les gradients (pris au sens des distributions) V,N(x, y) et 
V,N(x, y) sont, en fait, dans IR” x R”\A, des fonctions vkrifiant 
IV,N(x,y)[ < C Ix -yl-“-’ et IV,N(X,Y)l< Clx-Yl-“-I. 
(c) il existe un opkrateur continu T: L*(lR”) -+ L*(lR”) tel que, pour 
toute fonction f continue B support compact et tout x n’appartenant pas au 
support def. on ait 
On dira alors que N(x, y) est un noyau de Calderdn-Zygmund et que T est 
un ophateur de Calderdn-Zygmund. 
Pour tout E > 0, on d&nit le noyau tronquk N,(x, y) = N(x, y) 11 (,x--y, > E) et 
l’opkrateur correspondant d&hi par Tf(x) = 
7:” N,TI,$F(y) 5; pour toute f E L*(R"). 
Enfin l’opirateur maximal T* est dCfini par 
11 arrive, mais ce n’est pas toujours le cas, que I’optrateur T soit dklini i 
I’aide du noyau N(x, y) par 
V(x) = u . P -1 N(x, Y)./-(Y) dy = TV T,f(x) 
pour toute fonction f E CF(iR”) et presque tout x. 
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Dans tous les cas il existe une fonction m(x) E Lm(lR”) et une suite sj > 0, 
sj -+ 0 telles que T,,f tende faiblement vers Tf + mf pour la topologie 
a@,*, L*) quand j tend vers $00 ([4, Chap. IV]). 
Rappelons un thtoreme celebre de Calderon, Cotlar, et Zygmund (14, 
Chap. IV]). 
TH~OR~ME 1. Si T est un opirateur de Calderdn-Zygmund, alors T* 
est borne’sur Lp(R”) quand 1 <p < +oo et envoie L’(R”) dans L’-faible. 
Venons-en aux conjectures de Calderon. 
Soient K une partie compacte du plan complexe et U un ouvert contenant 
K. Une fonction A: IR + C est dite K-lipschitzienne si, pour tout x reel et tout 
y #x, on a (A(y) - A(x))/(y - x) E K. Soit alors F: U+ C une fonction 
holomorphe. A l’aide de ces donnees on forme le noyau singulier 
N(x, y) = F 
et l’on se propose de demontrer que N(x, y) est un noyau de 
Calderon-Zygmund. 
Le cas ou F(z) = z a ete resolu par Calderon en 1965 [ 1); dans ce cas le 
compact K et l’ouvert U ne sont pas necessaires et A est tout simplement 
lipschitzienne. En Mai 1965, Calderon, dans une conference faite a 1’Institut 
Henri Poincare, proposait l’etude du cas F(z) = zk, k > 2. 11 a fallu attendre 
1974 pour que deux des auteurs de cet article parviennent a traiter k = 2 puis 
1976 pour que ces memes personnes montrent que l’operateur. note T,, 
associe a F(z) = zk est borne sur L*(lR). 
En 1977, Calderon obtenait la premiere estimation precise pour la norme 
]] T,lj de Tk: L2(lR+ L*(lR); a savoir ]( T,ll < Ck llA’/l”, ou C > 1 etait une 
certaine constante que la methode de Calderon ne permettait pas de preciser. 
En 1981, Coifman, McIntosh, et Meyer obtenaient l’estimation ]( T,lj < 
C,(l + k)4 l/A’]]“, et, du mdme coup, la solution des conjectures de Calderon 
lorsque le compact K est convexe. 
Peu apres, David s’affranchissait de cette derniere hypothese grace aux 
methodes de variable reelle, a partir de l’estimation de Calderon de 1977 161. 
Enfin dans le travail qui suit nous allons montrer que l’on peut remplacer 
l’hypothese que F est holomorphe par une simple condition de regularite 
(FE Cm(lR2) est suftisante) et, du meme coup, oublier K et U. 
TH~OR~ME 2. Soient n > 1 un entier, A: R + R” une fonction lipschit- 
zienne (c’est-&dire v&zfzant (A(y) - A(x)/ < C ) y - XI pour une certaine 
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constante C > 0, tout x E R et tout y E R). Dt%gnons par F: R” + G une 
fonction C”. Alors le noyau singulier 
N(x, Y> = F 
d@?nit un ope’rateur borne’ sur L*(R) par 
rf(x) = lim 
I El0 IV-.rl>e 
Nx> YMY) dy. (1) 
La preuve du Theoreme 2 repose sur le lemme suivant. 
LEMME 1. Si C(x): R + R est lipschitzienne et ve’rr#e I( C’(x)ll, < T, 
alors le noyau singulier 
K(x, y) = exp i 
i 
C(x) - C(Y) 1 
X-Y 1 X-Y 
d&nit un opkrateur borne’ sur L*(R) dont la norme ne dkpasse pas 
C(1 + T)9; C est une constante absolue. 
Pour dimontrer le lemme 1, on designe par E l’intervalle (--2T, 2T] de 
l’axe reel (du plan complexe) et par Tc C l’ensemble des z dont la distance 
i E est egale i 1. On oriente le contour r dans le sens positif mathematique 
(faire un dessin). On pose enfin, si c E r, C,(x) = tjc - C(x), x E R, et 
K,kY) = (C,(x) - c,(Y))-‘* XER, yEIR, xzy. 
Alors la formule de Cauchy donne 
K(x, Y) = -&jr e”K,(x, y> K. 
Nous allons verifier que ]IK,(x, y)IIO, < C(1 + 7’)‘. Puisque ]eis/ < e sur r et 
que la longueur de r est 8T + 2x, l’estimation de ]]K(x, y&P suivra (nous 
avons, par abus de langage, note /lKllop la norme de l’operateur T: L* + L* 
defini par le noyau singulier K). 
On Ccrit c = u + iv et l’on distingue deux cas. 
Si -2T< u < 2T, alors v = +l et C,(x) = ki(x f iD,(x)) oti D,(x) = 
C(x) - ux. Alors le noyau K, est, au facteur *i pres, le noyau de Cauchy 
associe a la courbe lipschitzienne qui est le graphe de D,. Puisque 
/I 0; ]lrn < 3T, l’estimation suit du theoreme de Coifman-McIntosh-Meyer ([S, 
Thtoreme II]). 
Si u > 2T (ou u < -2T, les deux cas &ant semblables), on a I[] > 2T et 
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l’on Ccrit, encore plus simplement, C,(x) = [(x + E(x)) avec ]]E’]], < i. Le 
noyau (x -y + E(x) - E(y))) ’ d&it done un operateur borne sur L’(lR) et 
de norme <C (C est une constante absolue d’apres [5]). Finalement 
]]lY& < C/2T dans ce cas. Le lemme 1 est dtmontre. 
La preuve du Theoreme 2 est presque tvidente. 
On appelle K c R” un compact contenant tous les points (A(x) -A (J’))/ 
(x - y). On a alors, si E > 0 est assez petit, F(x) = CI,ELn c,, exp(iav . X) ou c,. 
est a decroissance rapide et X E K. Le noyau N(x, y) s’ecrit done 
c l?EEn c,K,(x, y) ou K, est associi (par l’enonce du Lemme 1) a la fonction 
c,,(x) = EV . A(x) vtritiant ]] c:,(x)]]~ < C ] v]. On a finalement ]]N(x, y)]],, < 
CI,EB” C]c,,](l + IV])” < +a~. (En fait FE C”(lR”) avec N= (n/2) + 10 
SUfflit). 
THI~OR~ME 3. Soit JY c I?“+’ le graphe dune fonction lipschitzienne 
p: I?” -+ R et soit K E C”O(R”+‘\{O}) une fonction impaire et homogene de 
degre -n. Alors le noyau K(x - y), x E ,?I, y E z, est un nqvau de Calderdn- 
Zwvgmund. 
Plus prtcistment, on ecrit x = (x’, x,+ ,) et x E C signifie x,+ , = 9(x’), 
x’ E R”. Alors K(x’ -y’, I -+~(y’)) est un noyau de Calderon- 
Zygmund. 
Commencons par etablir le theoreme 3 quand n = 1. On ecrit x = (x, , x2) 
ety=(y,,y,)etilvient,sixE,?YetyEC, 
K(x-y)=K(x,-y,,p(x,)--(y,))=IK 
On applique alors le theoreme 2. 
Pour traiter le cas general, on utilise la methode des rotations de 
Calderon-Zygmund 131, resumee dans le lemme suivant. 
LEMME 2. Soit K(x, y) E L”O(R” x R”) une fonction telle que, pour une 
certaine constante C > 0, pour tout x0 E R” et tout v E SnP’, le nqvau 
K(x, + vs, x0 + vt) I s - t / “- ’ E L m (R X R) definisse un operateur borne’ sur 
L’(lR) de norme <C. Alors la norme de l’operateur T: L’(lR”)+ L’(lR”) 
d$ni par le noyau K(x, y) ne depasse pas Cw,- 42 ozi co,_, est la surface 
de la sphere S”- ‘. 
Naturellement la methode des rotations s’applique aux noyaux tronquts 
K,(x-~y)=K(x-Y)I,,,-,,,,,, xEZYEL x=(x',xn+,)ry=(y',~n+,). 
La verification est alors identique a celle que nous avons donnie 
precedemment. 
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